Correction épreuves groupées du 1¢" février 2021

Exercice 1

1
1. Le point K est le milieu du segment [DC| donc : K a pour coordonnées : <§ ;1 0>.

2.

— /1 — 3
AK<§;1;0) et AL(O;l;—).

—_— — —
a. Le repere (A : AB, AD, AI) est orthonormal, d’ou :
- —
n.AK =3-3=0
- —
n . AL =-343=0

% \ H H . . 7’ .
n est donc orthogonal & AK et AL qui sont deux vecteurs non colinéaires du plan (AKL),

donc |77 est un vecteur normal au plan (AKL) |

%
. (AKL) passe par A et admet n pour vecteur normal, donc :

— —
M(x;y;2z) € (AKL) <= AM .n =0
= 6r—3y+22=0
Donc : |6z — 3y + 2z = 0 est une équation cartésienne de (AKL) |

%
. A est perpendiculaire au plan (AKL), donc elle admet n pour vecteur directeur. De plus, elle

passe par D. D’ou :
— =
M (z;y;2) € A <= il existe un réel k tel que : DM = kn
xr= 6k
—qy=1-3k

z= 2k ,avec k réel.
r= 6k
Donc |un systéme d’équations paramétriques de A est : y=1-3k
z= 2k , avec k réel.

. Notons (zx, yn, z2n) les coordonnées du point N, projeté orthogonal du point D sur le plan(AKL).

N € (AKL) donc  6zy — 3yn + 22y = 0.
De plus, N € A donc on dispose d’un réel k tel que : xy = 6k, yv =1 —3k et 2y =2k (%).

On en déduit que : 6(6k) — 3(1 — 3k) + 2(2k) = 0 et par suite k = 3

49
3
D’apré déduit Py =6 X —; =1-3x —etzy=2x%x —.
apres (x), on en déduit que : z, X g7 YN X 19 €t 2N X 19
18 40 6 — :
Donc | N 9° 190 19 est le projeté orthogonal du point D sur le plan (AKL) |.

—_— —— —
. Le repeére (A : AB, AD, AI) est orthonormal, d’ou les calculs de produit scalaire et de

longueurs suivants.

— — 1
AD DK =0 x 3 +1x0+0=0donc ADK est un triangle rectangle en D.

1

AD x KD Ix3
Son aire est donc, en unité d’aire :  Aapg = — d’ou: Aspg = 5 2

et par suite :

1
Aspk = -, en unité d’aire.
La hauteur du tétraédre ADKL relative a la base ADK est DL.

Le volume de ADK est donc, en unité de volume :  Vapgr = 3 X Aapx X DL.
1 3 1
VADKngx Z X §et donc : VADKLzé .
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b. N est le projeté orthogonal de D sur (AKL) donc la distance du point D au plan (AKL) est DN.
18\? /40 262
DN = /(=2 = >
\/(49) * (49 ) * (49)
2 102 1 @2
DN — 1844946
492

3
DN = = en unité de longueur

1
c. On sait que le volume de ADKL, en unité de volume, est égal a : 3 X Aakr X DN, ou Aakr,
est aire de AKL.

3
Dot : DN = M et donc : Aaxr =

Aarr

7
et par suite : | Aaxr = 3 en unité d’aire |.

3| woo| w

Exercice 2

1.

2.

3.

In est dérivable sur |0; +oo[ donc sur |1; +00] et ne s’annule pas sur ]1; +o0[ (car strictement positive
sur cet intervalle) donc f est une fonction dérivable sur |1 ; +oo[ et pour tout = > 1 :

1
oy 1 z
Flw) = r _(ln:c)2

1 1
/
= — 1 B
fz) x ( + (lnx)Q)
Pour tout x de ]1 ; 4+oc[, on a (Inz)? > 0 et 2 > 0 et donc f/(x) > 0.
On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur |1 ; +oof.

e Limite en 1 :

1
lim lnz = 0, avec Inx > 0 pour = > 1, d’ou par quotient : lim — = +o00
21 >lnz
et donc, par somme : | lim f(z) = —oo|
z>1

e Limite en 400 :

lim Inz = 400, donc par quotient : lim —— =0 et donc par somme : | lim f(x) = +oo|.
Tr——+00 Tr——+00 ]n;c r— 400

1
a. Soit z €]1;+o00], f(z) —Inz = s donc lim f(x)—Inz =0 (justifié en 1)).
nx

r——+00
On en déduit que I' est asymptote a (C) au voisinage de +oo.

b. Soit z €]1 ; +oo[, Inz > 0 et donc —ﬁ < 0, par conséquent (C) est en dessous de I' sur
115 +ool.
a. La tangente F, a pour équation y = f'(a)(z —a) + f(a).
Fo passe par O ssi 0= f/'(a)(0 —a) + f(a)
ssi f(a) —af'(a) =0.
b. Soit z €]1 ; +oo|, (Inz)? # 0, donc :

g(x) =0 = f(x) —af'(z)
1 (Inz)?+1

s Ing— — — =
M (Inz)? 0
(Inz)? —Inz — (Inz)? -1

=0
(Inx)?

< (Inz)>—-Inz—(Inz)?-1=0.
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c. La fonction u est une fonction polyndéme, donc dérivable sur R et pour tout réel ¢ :
u'(t) =3t2 -2t -1
1
u'(t) =3(t—1) ((t + §>
'(t) est un polynéme du second degré, 3 > 0 donc v/(t) > 0 pour tout ¢ de ] — oo; — [U]1; +00]
et /(t) < 0 pour tout ¢ de | — 1;1[.

Limites : lim u(t) = lim ¢3 et lim wu(t) = lim ¢3
t—-+o00 t—-+o00 t——o0 t——o00

:+OO = —0

D’ou le tableau suivant :
1

t —00 —— 1 o0
3 +
22 L+
- 00
27
—00 —2
La fonction u est croissante sur }—oo ; —%[ et décroissante sur }—% ;1 {
Par conséquent, sur | — oo ; 1], la fonction u admet un maximum en —%.

Ce maximum vaut —%—2, ainsi 1’équation u(t) = 0 n’admet pas de solution sur | — oo ; 1.

La fonction u est continue et strictement croissante sur [1 ; +oof,

t——+oo

d’apres le théoreme de la bijection, on en déduit que 1’équation u(t) = 0 admet une unique
solution, que 'on notera «, sur [1 ; +ool.

Par conséquent,

I'équation u(t) = 0 admet une unique solution, «, sur R ‘

d. Soit = €]1;+00],
-2 —t—-1=0
3_ _ 2 _1_
(Inz)° —Inz — (Inz)* -1 O<:>{ t —lna
t=«
3 _ _ 2_1=
(Inz)’ —Inz — (Inz)* -1 O<:>{ ¢t~ lna

D’apres ce qui précede, @ > 1 > 0, donc Inx = « a une unique solution sur |1 ; +oo[, donc
I'équation (Inz)® —Inx — (Inz)? — 1 = 0 admet une unique solution sur |1 ; +ool.
D’apres 3. b.), il en est alors de méme pour I’équation g(z) = 0. Donc il existe une unique
tangente a la courbe (C) passant par l'origine du repeére (d’apres 3. a.).
4. Sur lintervalle |1 ; +o0] :

Pour m < 0, I'équation f(x) = mz admet une unique solution.

Pour 0 < m < f'(«), 'équation f(z) = ma admet deux solutions.

Pour m = f/(«), I'équation f(z) = mz admet une unique solution.

Pour m > f/(«), 'équation f(x) = ma n’admet pas de solution.
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Exercice 3

Partie A

1.

a.

x +— = + 3 est dérivable sur R donc sur [0 ; +o00] et elle est strictement positive sur [0 ; +ool,
donc par théoréme (composition de fonctions dérivables), x +— In(x + 3) est dérivable sur
[0; +ool.

f est une somme de fonctions dérivables sur [0 ; +o00[ et pour tout x de cet intervalle :

J(@) =5 x

r+3
_H—xz—3
T3
2-u
oz +3
Or pour tout z de [0 ; +oo[, z 4+ 3 > 0 donc f/(x) est du signe de 2 — z.
2-2>0 &= <2 et 2—2=0 << =2
N . t —00 2 +0oo
D’ou le signe de f’ sur [0; +oo] : Signe de 7'(2) 0 -
D’apres la), la fonction f est croissante sur [0; 2] et décroissante sur |2 ; +ool.
f(2)=5In(5) — 2 f(0)=1n3
~ 4,047
On a le tableau de variations suivant :
z |0 2 o +00
5In(5) — 2
f \8\
5In3 —00
Soit z > 0,

f(z)=5In(x + 3) —

A +;)]

Or:c>Oet< + ) > 0 donc : f()—51n:c+51n<1+§)—m
x

1
Donc : f(x) =5lnz —z+5In (1—|—§> et enfin: | f(z) == (5M —1> +51In <1+§) .
x x

. . Inx . ) .. Inx
On sait que lim —— = 0, par croissances comparées, d’ou par somme : lim 5—— —1= —1.
z—+co I T—too I

|
De plus, lim z = 4o00. D’oti, par produit : lim =z (52 — 1) = —00
r—r+00

Tr——+00 €T
D’autre part, lim — =0, d’ou par somme : lim 14+ — =1.
T—+00 I z—+00 T

3
De plus, lim Inz = In1 = 0 (continuité de In en 1). Donc par composée, lim In <1 + —) =0.
r—1 r—+ T

o0

On déduit alors, par somme, que : | lim f(z) = —o0|.
T—+00

e. Voir le tableau plus haut.

e Sur [0;2] : pour tout = de [0,2], f(z) > 0 donc f(x) = 0 n’a pas de solution sur cet intervalle.
e Sur |2 ; +oo[, f est continue et strictement décroissante.

7(2)>0; lim_f(x) = o0 et 0 €] — o0; [(2)]

D’apres le théoreme de la bijection, I’équation f(z) = 0 a une unique solution « sur ]2 ; +o0].
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Donc finalement,

I'équation f(z) = 0 a une unique solution a sur [0; +oo[ ‘
b. f(14) =5In17 — 14 ~ 0,17 > 0 et £(15) = 5In18 — 15 ~ —0,55 < 0, donc 14 < o < 15.

A la calculatrice :

£(14,23) = 51n(17,23) — 14,23 ~ 0,003 donc f(14,23) > 0 et

£(14,24) = 51n(17,24)—14,24 ~ —0,004 donc f(14,24) <0  donc 14,23 < o < 14,24,
c. Le tableau de variations montre donc que :

— f(z) >0sur [0; af;

— f(z) <O sur [a; 4oo[;

- f(e) =0.

Partie B

1.

D’apres la partie A, g est dérivable sur [0; +o00] et pour tout réel z positif, ¢'(x) = 3
x
On a donc pour tout réel z positif, ¢’(x) > 0. Donc g est strictement croissante sur [0; +00[.
Soit = € [0; +o00[, g(x) = <= 5ln(zr +3) ==
< 5ln(x+3)—z=0
— f(x)=0
Or f(z) = x a pour unique solution « sur [0; +oo[ d’apres la partie A,
donc g(x) = x a pour unique solution « sur [0; +oo].
e <4<adonc0<uy<a.
e Soit p € N, on suppose que 0 < u, <

Comme la fonction g est croissante sur [0 ; +oo[ , on a donc : g(0) < g (up) < g(a),
c’est-a -dire 5In 3 < up41 < a (d’apres la question précédente). Or 0 < 51n 3, donc 0 < up41 <

Q
L’encadrement est vrai au rang 0, et pour tout entier naturel p, si 0 < u, < «, alors 0 < up4q < o

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que : ‘ pour tout entier naturel n, < u, < « ‘

Soit n € N, up41 — up = 5ln(u, +3) — uy,
= f(un)
Or d’apres la question précédente, u, € [0, a] et d’apres la question 2c¢) de la partie A, f est positive
sur cet intervalle.
Donc : f(u,) = 0.
Ainsi : Vn € N uyp 1 — u, = 0. Donc ‘la suite (u,) est croissante ‘

Cette suite est croissante (B4)) et majorée (par a, question B3)), d’apres le théoreme de convergence
monotone, la suite (u,) converge donc vers une limite .
De plus, pour tout entier naturel n, un+1 = g(uy,) et g est continue sur [0;4+o00[ donc :  g(¢) =¢

8

Or on a vu a la question 2 de la partie B que a est I'unique solution de ’équation g(z) = z sur

[0; 400 Donc : £ = a.

On a donc| lim wu, =«
n—-+o00
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